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Resumen

En la presente Tesis realizamos un estudio sobre los espacios topolégicos
que no pueden ser metrizables, la carencia de esta propiedad trae como con-
secuencia nuevas propiedades en estos espacios. Es el objetivo de esta Tesis
analizar dichas propiedades y observar las estrechas relaciones de espacios
dotados con ellas y sus hiperespacios. Al mismo tiempo buscamos generalizar
aquellos espacios que aseguran tener hiperespacios sobrios o hiperespacios
con axiomas de separacion bajos.
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Introduccion

Existen propiedades topolégicas propias de un espacio topolégico no me-
trizable. Un ejemplo importante es la sobriedad. Partiendo de la construccién
de uno de los espacios sobrios mas importantes en areas como la Topologia
o el Algebra, el Espectro de un Anillo, realizamos un andlisis profundo y ge-
neralizado a espacios topoldgicos dotados de esta propiedad llegando hasta
ver como es reflejada en sus hiperespacios; por otro lado buscamos la carac-
terizacién de espacios topoldgicos con hiperespacios sobrios. Este analisis es
extendido no sélo a otras propiedades propias de los espacios no metrizables
como los son la hiperconexidad o la anti-compacidad, también extendemos
este analisis a los mismos axiomas de separacién encargados de que un es-
pacio no sea metrizable.
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Antecedentes

La teorfa de hiperespacios tuvo sus inicios alrededor de 1900 con los tra-
bajos de Hausdorff y Vietoris, durante los afios 1920 y 1930 se determiné la
estructura fundamental de los hiperespacios. Teoremas que demuestran que
los hiperespacios son arco-conexos y retractos absolutos (cuando X es un
continuo localmente conexo), por mencionar algunos ejemplos, se demostra-
ron en anos posteriores.

En 1942, Kelley realizé el primer estudio de hiperespacios de continuos he-
reditariamente indescomponibles. Fue hasta 1970 que aparecié la teoria de
hiperespacios de continuos. El trabajo de Kelley fue el primero en utilizar
funciones de Whitney en la investigaciéon de hiperespacios.

En 1950, el articulo bésico de Michael sobre selecciones y su articulo ” To-
pologies on spaces of subsets” aparecieron y en ellos se da un trato diferente
a los hiperespacios mediante el uso de otras topologias.

Por otro lado, el estudio de espacios no metrizables se observa en traba-
jos de topologia general realizados por Dontchev en el ano 1998. Trabajo
que a su vez es consecuencia de estudios de topologia algebraica realizados
por Steiner en el ano 1965, o de la topologia libre de puntos, trabajo de
Johnstone en 1983.
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Objetivos

La presente Tesis partié de la hipotesis:

No es posible analizar una propiedad topoldgica exclusiva de los espacios
no métricos en un hiperespacio en términos del espacio topoldgico original
dotado con dicha propiedad. Del mismo modo que no es posible analizar una
propiedad topoldgica exclusiva de los espacios no métricos en un espacio en
términos de alguno de sus hiperespacios dotado con dicha propiedad.

Para probar lo anterior se tuvieron los siguientes objetivos:

1. Estudiar algunas propiedades topoldgicas exclusivas de espacios no
métricos y observar el comportamiento de los hiperespacios en térmi-
nos de estas propiedades.

2. Estudiar axiomas de separacién bajos, axiomas que impiden a un espa-
cio ser metrizable, y observar el comportamiento de los hiperespacios
en términos de dichos axiomas.
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Capitulo 1

Preliminares

En el presente capitulo enunciamos conceptos basicos y generales que se
utilizaradn a lo largo de este trabajo.

1.1. Topologia

Esta secciéon contiene todos los conocimientos topolégicos basicos que
utilizaremos en este trabajo, sus demostraciones y otras aplicaciones pueden
ser consultadas en [2], [5], [6], [9].

Definicion 1.1.1. Una topologia para un conjunto X es una coleccion T
de subconjuntos de X que cumple:

1. 0, X son elementos de T.

2. La union de elementos de cualquier subcoleccion de T se encuentra en
T.

3. La interseccion de cualquier subcoleccion finita de T es elemento de T.

Al par ordenado (X, 1) lo conoceremos como espacio topoldgico. Si no causa
confusion, al conjunto X con topologia T, le llamaremos espacio topologi-
co.

Definicién 1.1.2. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y U un subconjunto
de X, decimos que U es un subconjunto abierto de X si U es elemento de
T.

Ejemplo 1.1.3. Sea X un conjunto.

11



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

1. La coleccion Tp de todos los subconjuntos de X es una topologia para
X, llamada topologia discreta.

2. La coleccion 11 que consta tinicamente de ) y X es una topologia para
X llamada topologia indiscreta.

Definicién 1.1.4. Sean 7 y 7 dos topologias para X. Si T se queda conte-
nida en 7' decimos que 7' es mds fina que T.

Definicion 1.1.5. Sea X un conjunto. Una coleccion de subconjuntos B de
X tal que:

(1) Para cada elemento de X existe un elemento de B que lo contiene.

(2) Six, elemento de X, pertenece a la interseccion de By y B elementos
de B, existe un elemento de B, B3 que contiene a x y ademds se queda
contenido en el conjunto B; N Bs.

le llamamos base para una topologia sobre X y a cada elemento de B le
llamamos bdsico.

Definicion 1.1.6. Sean X un conjunto y B una coleccion de subconjuntos de
X que satisfacen (1) y (2) de la Definicion 1.1.5. Definimos 7, la topologia
generada por B sobre X, de la siguiente manera:

U, subconjunto de X, pertenece a T si U es union de elementos de B.

Proposicion 1.1.7. El conjunto T generado por B es, en efecto, una topo-
logia.

Ejemplo 1.1.8. Sean X =R y B = {(a,b) | a,b € R}. La topologia genera-
da por B la conocemos como la topologia usual de R.

Definicion 1.1.9. Una subbase § para alguna topologia T sobre X es una
coleccion de subconjuntos de X cuya union es igual a X. La topologia
7 generada por la subbase § es la coleccion de todas las uniones de
intersecciones finitas de elementos de §.

Proposicion 1.1.10. La coleccion T generada en la Definicion 1.1.9 por
una subbase & es, en efecto, una topologia sobre X.

Demostracion. Sea B la coleccion de intersecciones finitas de . Como 7 se
genera a partir de uniones de B, basta ver que B es base para 7.

Sea x elemento de X, entonces existe S elemento de § tal que x pertenece a
S, pues la unién de los elementos de § es igual a X.



1.1. TOPOLOGIA 13

Sean Bj y Bs elementos de B, entonces By = S1N---NS, y B2 = S{N---NS;,
con S;, S;- elementos de § paratoda 1l <i<n,1<j<m.

Asi, BINBy = (S1N---NS,) N (S N---NSJ) la cual sigue siendo una
interseccion finita de elementos de 4, por lo que By N By es elemento de B.
Por lo tanto, B es base para la topologia 7, es decir, la coleccién generada
por § es una topologia sobre X. O

Definicién 1.1.11. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y F' un subconjunto
de X. F es cerrado si su complemento es elemento de 7.

Definicion 1.1.12. Sean X un espacio con topologia T y Y un subconjunto
de X. La topologia de subespacio o relativa sobre Y es la coleccion
v ={Y NU | U €7}, con la cual Y se convierte en un espacio topoldgico
y recibe el nombre de subespacio topologico de X.

Definicion 1.1.13. Sean X un espacio topoldgico y A un subconjunto de X .
Elinterior de A es la union de todos los conjuntos abiertos de X contenidos
en A. La cerradura de A es la interseccion de todos los conjuntos cerrados
que contienen a A y las denotamos por Intx (A) y Clx(A), respectivamente.

Observacién 1.1.14. Sea A un subconjunto de un espacio topoldgico X.
Entonces:

Intx(A) CAC Clx(A)

Notacién: La cerradura de A también se escribe como Clx (A) = A.

Proposicion 1.1.15. Sean X un espacio topoldgico y A un subconjunto de
X. Se tienen las siguientes propiedades:

1. Clx(A) es un conjunto cerrado.

2. Clx(A) = {z | Para todo U subconjunto abierto de X que contiene a
x, U intersecta a A}.

3. Si A es un conjunto cerrado, entonces A = Clx(A).

Definicion 1.1.16. Sean X un espacio topolégico y U un subconjunto de
X. Decimos que U es un abierto regular si U = Int x (Clx (U)).

Definicion 1.1.17. Sean X y Y espacios topoldgicos con topologias Tx y
Ty respectivamente. Una funcion f : X — Y es continua, si para todo
elemento U de 1y, f~1(U) es un elemento de Tx.
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Definicion 1.1.18. Sean X un espacio topolégico y D un subconjunto de
X. Decimos que D es denso en X si y sélo si para todo conjunto abierto U
en X, existe un elemento x en D tal que x es elemento de U.

Ejemplo 1.1.19. 1. SiR estd dotado con la topologia usual, entonces Q
es denso en R.

2. Sea X un espacio indiscreto. Todo D subconjunto de X es denso en
X.

3. Sean X wun conjunto, xo elemento de X y 1 ={U C X | 9 € U}.
Entonces {x¢} es denso en (X, 7).

Definicién 1.1.20. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y P una propiedad
de 7. Decimos que T es P minimal o 7 es [a minima topologia P, si para
cada topologia o de X tal que o C T, P no es propiedad de o.

Definicién 1.1.21. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y P una propiedad del
espacio topoldgico. Decimos que (X, T) es espacio P minimal si para cada
topologia o de X tal que o C 7, P no es propiedad del espacio (X, 0).

Definicion 1.1.22. Sean X un espacio topolégico y F una familia no vacia
de subconjuntos de X. Decimos que F es un filtro sobre X si cumple con
las siguientes propiedades:

1. Para todo H € F, H es no vacio.
2. Para cualesquiera H y K elementos de F, H N K es elemento de F.

3. Para cada H € F y para todo K C X tal que H C K, se tiene que K
es elemento de F.

Definicion 1.1.23. Sean X un espacio topoldgico y F un filtro sobre X.
Decimos que F es un ultrafiltro si no eziste un filtro € tal que F C &.

Definicion 1.1.24. Sean X un espacio topoldgico y y € X. Definimos el
filtro Fy ={U C X |y e U}.
1.2. Axiomas de separacién bajos

Una forma de clasificar a los espacios topoldgicos es mediante los axio-
mas de separacién. En esta seccion definimos axiomas de separacion bajos.
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Definicion 1.2.1. Sea X un espacio topologico. Decimos que X es un es-
pacio Ty o de Hausdorff si y sélo si para cualesquiera dos puntos p,q de X
existen dos conjuntos abiertos ajenos U,V de X tales que p sea elemento de
U y q elemento de V.

Definicion 1.2.2. Sea X un espacio topoldogico. Decimos que X es un es-
pacto 11 si y solo si para cualesquiera dos puntos p,q de X existen dos
conjuntos abiertos U,V de X tales que p es elemento de U y este estd con-
tenido en X \ {q} y q es elemento de V' y este estd contenido en X \ {p}.

Teorema 1.2.3. Sea X un espacio topolégico. X es un espacio Ty si y solo
si para cualquier punto x € X, {x} es un subconjunto cerrado de X.

Ejemplo 1.2.4. Sea X un conjunto. El espacio (X, T.or) es un espacio Tt,
donde

Teof ={U € X | X \ U es finito} U {0}
a Teof le llamamos topologia cofinita. Tcop es la minima topologia Tt.

Definicion 1.2.5. Un espacio topoldgico X es un espacio T3 si para cual-
4

quier punto x € X, {x} es un subconjunto abierto reqular o cerrado de X.

Ejemplo 1.2.6. Sea X un conjunto y x € X. El espacio (X,E(x)) es un
espacio T%, donde

Ex)={UcCX|xg¢UU{X}.
E(x) es la topologia que excluye al punto x.

Definicion 1.2.7. Un espacio topoldgico X es un espacio T% st para cual-
quier punto x € X, {x} es un subconjunto abierto o cerrado de X.

Ejemplo 1.2.8. Sea X un conjunto y x € X. El espacio (X,Z(x)) es un
espacio T1, donde
2

I(z) ={UC X |z € U} U{0}.
Z(x) es la topologia que incluye al punto x.

Definicion 1.2.9. Un espacio topologico X es un espacio T1 si para cual-

4
quier conjunto finito F C X yx € X\ F, existe A, C X tal que F C Ay y
x ¢ Ay, donde A, puede ser un subconjunto abierto o cerrado de X.
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Ejemplo 1.2.10. (X, 7.,y NE(x)) es un espacio T .
4

Definicion 1.2.11. Un espacio topoldogico X es un espacio Ty si para cua-
lesquiera x,y elementos distintos de X, existe un subconjunto abierto de X,
U tal que x € U yy ¢ U, o existe un subconjunto abierto de X, V tal que
yeVyxgV.

Proposicion 1.2.12. Los axiomas de separacion se implican de la siguiente
manera:

T2:>T1:>T%:>T%:>Ti:>To.

En el presente trabajo trataremos con espacios que no cumplen con axio-
mas de separacion mayores a 17, a estos axiomas de separacién los conoce-
remos como azxiomas de separacion bajos, de igual modo a cualquier axioma
de separacién mayor o igual a 717 lo conoceremos como axioma de sepa-
racion alto. También nos referiremos a espacios exactamente T; cuando
el espacio cumpla el axioma de seperacién 1; pero no T}, donde ¢ < j y

ije{0,d,1,8,1).

1.3. Espacios Hiperconexos

Definicion 1.3.1. Un espacio topoldgico X es hiperconexo si todo sub-
conjunto abierto no vacio de X es denso en X.

Teorema 1.3.2. Sea X un espacio topoldgico. X es hiperconexo si y sélo si
para cualesquiera conjuntos abiertos U y V' no vacios de X, su interseccion
es distinta del conjunto vacio.

Demostracion. Sean U y V' subconjuntos abiertos de X. Por ser X hiperco-
nexo, U es un conjunto denso, entonces U NV es distinta del vacio.

Ahora, sea U un subconjunto abierto de X. Mostraremos que U es un sub-
conjunto denso. Sea V' un subconjunto abierto de X, entonces U NV es un
conjunto no vacio. Por lo tanto, U es denso. O

A continuacién damos algunos ejemplos de espacios hiperconexos.
Ejemplo 1.3.3. 1. Todo espacio indiscreto es un espacio hiperconexo.

2. El espacio de Sierpinski, es decir, el conjunto X = {x,y} con topologia
7 ={0,{x}, X}, es hiperconexo.
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3. Sea X un conjunto infinito. El espacio topologico (X, T.of) es hiperco-
nexo.

4. Sea X un conjunto no numerable. El espacio topolégico (X, Teon) €s
hiperconexo, donde Tqon es la topologia conumerable, es decir, Teon =

{U C X | X\ U es numerable} U {0}.

5. Sea T = {(—00,c) | ¢ € R} una topologia sobre R. El espacio topoldgico
(R, 7) es hiperconezxo.

6. (X,Z(x)) es hiperconezxo.

Proposiciéon 1.3.4. 1. Sean 11 y T topologias para X tales que Ty es
mas fina que 2. Si (X, 71) es hiperconezo, entonces (X, T2) es hiper-
conexo.

2. Sean (X, 11) un espacio topoldgico hiperconexo y (X, T3) un espacio
topoldgico. Entonces (X, NT2) es hiperconexo.

Demostracion. 1.- Sean U,V € 19. Por hipétesis U, V' son elementos
de 71, entonces su interseccion es distinta del vacio.
Por lo tanto, (X, 72) es hiperconexo.

2.- Sean U,V elementos de 73 N 79, entonces U,V pertenecen a 7.
Dado que (X, 71) es hiperconexo, U NV # (), por lo que X, 7 N72) es
hiperconexo. O

Proposicién 1.3.5. Sea (X, 7) tal que | X| > 2. Si X es Ta, entonces X no
es hiperconexo.

Demostracion. Sean x,y elementos distintos de X. Como X es T, existen
U,V conjuntos abiertos de X ajenos tales que = se encuentra en U e y en
V. Por lo tanto, X no es hiperconexo. O

Definicion 1.3.6. Sean X un espacio topoldgico y Y C X. Decimos que Y
es hiperconexo si Y es un espacio hiperconexo con la topologia relativa.

Observacién 1.3.7. Ser hiperconexo no es una propiedad hereditaria.

A continuacién mostraremos un ejemplo con el que se demuestra la ob-
servacién anterior.
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Ejemplo 1.3.8. Sean X =R y 7 = Z(0). Notemos que X es hiperconezxo,
pues para cualesquiera U,V conjuntos abiertos de X, {0} estd contenido en
unv.

Sea Y = (1,00), entonces v ={UNY |U € 7}.

Tomando ahora a U = {0,3} yV = {0, 2}, por definicion U,V son elementos
det,asiU' =UNY ={3} y V' =V NY ={2}. Podemos observar que U’
y V' son conjuntos abiertos ajenos en'Y . Por lo tanto, Y no es hiperconezo.

Proposicion 1.3.9. Sea X hiperconexo. Si Y, Z C X son hiperconezos,
entonces Y U Z es hiperconexo.

Demostracion. Sean U y V elementos de 7y z, entonces existen A y B
abiertos en X tales que U = AN(YUZ)y V = BN(Y UZ) respectivamente.
Asi,

Unv = [AnYU2)Nn[BN(YUZ)]
= [(AnB)NY|U[(ANnB)nZ].

Pero Y y Z son hiperconexos, por lo cual (AN B)NY y (AN B) N Z son
conjuntos no vacios. De esto se sigue que U NV es distinto del vacio. Por lo
tanto, Y U Z es hiperconexo. O

Proposicién 1.3.10. Si (X, 7) es hiperconexo yY C X es denso, entonces
(Y, 7y) es hiperconezo.

Demostracion. Sean U y V elementos de Ty, entonces existen A y B abiertos
en X tales que U = ANY y V = BNY respectivamente. Notemos que AN B
es un subconjunto abierto no vacio de X pues X es hiperconexo. Como Y
es denso en X tenemos que

unv = (AnY)n(BNY)

es un conjunto no vacio. Por lo tanto, Y es hiperconexo. ]

Teorema 1.3.11. Sean (X, 7) un espacio hiperconexo yY C X.Y es hi-
perconexo si y solo si'Y es hiperconexo.

Demostracion. Sean U y V elementos de 75 no vacios, entonces existen A
y B abiertos no vacios de X tales que U = ANY y V = BNY respectiva-
mente. Asi UNV = (ANB)NY.

Por otro lado, (ANY),(BNY) son elementos de 7y y al ser Y hiperconexo
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(AN B)NY es no vacio.

Como Y estd contenido en Y, entonces el conjunto no vacfo (AN B)NY se
encuentra contenido en (AN B)NY =UNV. Por lo que Y es hiperconexo.
Ahora, sean U y V abiertos no vacios en Y, entonces existen A y B elemen-
tos de 7 de no vacios tales que U = ANY y V = BNY respectivamente.
Asi, UNV =(ANnB)NY.

Por otro lado, como A N B es un subconjunto abierto de X y Y es hiperco-
nexo, entonces (AN B)NY es no vacfo. Sea 2o un elemento de Y N (AN B).
Como AN B es un subconjunto abierto de X tal que g € AN B y ademas
zg € Y, entonces UNV = (AN B)NY es no vacfo. Por lo tanto, Y es
hiperconexo. O

Proposicion 1.3.12. Si X es un espacio topoldgico hiperconexo, entonces
X es conexo.

Demostracion. Supongamos que X no es conexo, entonces existen U y V
dos abiertos ajenos no vacios de X tales que U UV = X, sin embargo
esto contradice la hipdtesis de que X es hiperconexo. Por lo tanto, X es
conexo. [

Definicién 1.3.13. Un conjunto mazimal hiperconexo de X es un conjunto
hiperconexo Y contenido en X tal que si existe un conjunto hiperconexo Z C
X, que contiene a 'Y, entonces Y = Z. A un conjunto maximal hiperconexo
de X lo llamaremos componente hiperconexa de X.

Ejemplo 1.3.14. Sean (X1, 71) un espacio topolégico hiperconexo y (X, 72)
un espacio topoldogico. Entonces X1 es una componente hiperconezxa en
X = X1 X2 con la topologia de la unidn ajena de espacios topoldgicos.

Teorema 1.3.15. Sea X un espacio hiperconexo. Toda componente hiper-
conexa de X es cerrada.

Demostracion. Sea Y una componente hiperconexa de X. Por el Teorema
1.3.11 Y es hiperconexo. Como Y es un conjunto maximal y ¥ C Y C X,
entonces Y =Y. Por lo tanto, Y es cerrada. ]

Teorema 1.3.16. Todo subconjunto hiperconexo de un espacio X estd con-
tenido en una componente hiperconexa de X.

Demostracion. Sea Yp C X hiperconexo. Hacemos &€ = {Y C X | YV es
hiperconexo y Yy C Y'}.

1. &€ es no vacio, pues Yy es elemento de &.
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2. Sea C C £ una cadena.

Si Y= J C, entonces Y| estd contenido en Y, pues Yj se encuentra
cecC

en C para todo elemento C de C. De esto se tiene que Y es una cota
superior de C.
Entonces C esta acotado superiormente.

Por el Lema de Zorn, £ tiene un elemento maximal.
Es decir, existe Y/ una componente hiperconexa maximal tal que Y; estd
contenido en Y. O

Teorema 1.3.17. Sean X un espacio hiperconexo y E C X hiperconexo.
Si f: X —Y es una funcién continua, entonces f(E) es hiperconexo.

Demostracion. Sean U y V' elementos no vacios de 7y(p), entonces exis-
ten A y B abiertos en Y tales que U = AN f(E)y V = BN f(E). Asi
UnNnV =(ANB)N f(E).

Como f es continua, f~1(A4) y f~1(B) son abiertos en X. Sean U’ =
fFHYANEy V' = f~1(B)NE, como E es hiperconexo, U’ N V' es no
vacio. Dado que

(A NFHBYNEC (AN UB)NfHA(E))

fIUnv) = fH(ANB)N f(E))
AN B) N fTH(f(E))

= (fTHA BN HAE)

entonces ) £ U' NV’ C f~H(UNV). Por lo tanto, f(E) es hiperconexo. [J

=
=

Definicién 1.3.18. Sean F' C X cerrado y x € X. Decimos que F tiene
punto genérico z, si F' = {z}. De igual modo, un punto x € X es genérico
si {x} es un conjunto hiperconexo.

Teorema 1.3.19. Sea (X, 7) un espacio hiperconexo y Ti. Entonces todo
punto x € X es genérico.

Demostracion. Por ser X un espacio 11, tenemos que para todo x elemento
de X, {z} es un subconjunto cerrado de X, es decir, {z} = {z}. Asi, {z} se
vuelve un espacio indiscreto bajo la topologia relativa. Por lo tanto, m es
hiperconexo y x es genérico. O
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Definicion 1.3.20. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es sobrio
si todo conjunto cerrado hiperconexo tiene un Unico punto geneérico.

Proposicién 1.3.21. 5i X es un espacio hiperconexo y v € X, entonces
{z} = X oIntx({z}) = 0.

Demostracién. Supongamos que {z} # X e Intx({z}) es no vacio.
Notemos que X \ m es un conjunto subconjunto abierto de X tal que
(X \ {z}) N (Intx ({x})) es vacio. Lo cual es una contradiccién pues X es
hiperconexo.

Por lo tanto, {z} = X o Inty({z}) = 0. O

1.4. Espectro de un Anillo

La construccién y aplicacion del espacio topoldgico estudiado en esta sec-
ci6én fueron consultadas en [7] y se incluyen en este trabajo con la intencion
de explicar a detalle el comportamiento de un espacio sobrio.

Definicion 1.4.1. Sea A un anillo conmutativo. Definimos como el espec-
tro de A al conjunto Spec(A) = {p | p es un ideal primo de A y p # A}.

A continuacién dotaremos a Spec(A) de una topologia.

Teorema 1.4.2. El conjunto Spec(A) es un espacio topolégico con los con-
Juntos cerrados dados por V(E) = {p | E C p} para cualquier ideal E C A.

Demostracion. 1. Mostraremos que Spec(A), ) son conjuntos cerrados.
a) Como A se queda contenido en A, entonces

V(A) = {p|ACp}
-0

Por lo tanto, () es un conjunto cerrado.
b) Como @ es ideal primo de A, entonces

V() = {pl0cCp}
= Spec(A)

Por lo tanto, Spec(A) es un conjunto cerrado.

2. Sean V(E1),V(E3) cerrados. Mostraremos que V(E;) UV (E3) es un
subconjunto cerrado de Spec(A).
Afirmacién: V(E,) UV (Eq) = V(E1Es).
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Sea p un elemento en V(E;) U V(Ey). Sin pérdida de generalidad,
supongamos que p es un elemento de V(E7), asi E; se queda contenido
en p. De que E es ideal entonces F1 Fs se queda contenido en E7 y, a
su vez, en p. Por lo cual p pertenece a V(E;Es).

Ahora, si p es elemento de V(E1FE2), como p es ideal primo, E; se
queda contenido en p o Fy se queda contenido en p, por lo que p es
elemento de V(E1) UV (Ey). Asi, V(E1) UV (Es) = V(E1E2). Por lo
tanto, V(E7) UV (E2) es un subconjunto cerrado de Spec(A).

3. Sean I un conjunto de indices y E, ideal de A para todo « en I.

Mostraremos que () V(E,) es un subconjunto cerrado de Spec(A).
acl
Afirmacién: (| V(Eq) =V (U Ea)
aecl acl
Primero sea p elemento en [ V(E,), entonces para toda a € I, E,,
acl
es subconjunto de p, asi |J E, se queda contenido en p. Por lo tanto,
acl
p es elemento de V( |J Eq).
acl

Ahora, sean o un elemento de I y p un elemento de V(J E,).
ael

Por definicién, |J E, se queda contenido en p. En particular E,,
acl

es subconjunto de |J E, C p, entonces p es elemento de V(E. ),

ael
para toda o/ € I, y por consiguiente elemento de [ V(E,). Asi
acl

N V(Ea.) = V(U E,). Por lo tanto, [ V(E,) es un subconjunto

acl acl ael

cerrado de Spec(A).

O]

Teorema 1.4.3. Sea f € Ay Dy = {p | p es ideal primo de A y f & p}.
Entonces B={Dy | f € A} es una base para una topologia sobre Spec(A).

Demostracion. 1. Sea p en Spec(A), dado que p estd contenido en A,
existe fy en A tal que fy no es elemento de p. Por lo tanto, p pertenece
a,l)ﬁr

2. Sean Dy, D, elementos de B, mostraremos que Dy N Dy = Dy,. Sea p
elemento de Dy N Dy, asi p pertenece a Dy y D, siy sélo si f y g no
son elementos de p, como p es ideal primo, fg no pertenece a p pero
esto se da si y sélo si p es elemento de Dy,. Porlo cual DyNDy = Dy,.
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Por lo tanto, por 1.y 2. BB es base para alguna topologia sobre Spec(A).
O

A continuacién mostraremos que la topologia generada por la base B
dada en el Teorema 1.4.3 coincide con la topologia de Spec(A) dada en el
Teorema 1.4.2.

Teorema 1.4.4. Sean 73 la topologia generada por la base B = {Dy | f € A}
y 7 la topologia cuyos cerrados son de la forma V(E) para todo ideal E C A.
Entonces T3 = 1.

Demostracion. Sea U € 1, entonces existe F un ideal de A tal que

v = |JDby

fEE

Dicho de otra manera

U={p| E¢Lp}.

Por otro lado, podemos ver que V(E) = {p | E C p} es cerrado en la to-
pologia 7, pues E estd contenido en A, por lo cual V(E)° es abierto en la
topologia 7, es decir, V(E)¢ pertenece a 7. Pero V(E)* = {p | E ¢ p},
entonces V(E)¢ = U. Por lo tanto, U € 7.

Ahora, sea U elemento de 7, entonces U¢ = V(E) para algin F ideal en
A. Asi,

U={p|EZp}={p|f¢p paraalgin f € E}
entonces
U={p|pé€ Dy para algin f € E}.

Nétese que U = |J Dy y es asi elemento de 7. Por lo tanto, 7 = 73. ]
fer

Notacién: Sea E subconjunto de Spec(A). Denotamos por J(E) a () p,
peE

es decir, J(E) = () p.
pEFE

Teorema 1.4.5. Sea E contenido en Spec(A). Entonces E =V (J(E)).
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Demostracion. Sea p un elemento de F, notemos que p pertenece a V (J(E))

(
pues () p se queda contenido en p. Asi E C V(J(E)), por lo que E C
peEE

V(J(E)). Pero por ser V(J(E)) cerrado, V(J(E)) = V(J(E)). Ast E C
V(J(E)).

Ahora, sea p elemento de V(J(FE)), entonces J(FE) se queda contenido en p.
Sea Dy tal que p pertenezca a Dy, por definicién f no se encuentra en p. Asi

f no es elemento de J(E), es decir, f no se encuentra en () p, por lo que
pEE
existe pp en E tal que f no pertenece a py. Entonces py pertenece a Dy N E.

Asi p es elemento de E. Por lo tanto, E = V(J(E)). O

Teorema 1.4.6. Sea E C Spec(A). E es hiperconexo si y solo si J(E) es
un ideal primo.

Demostracion. Sean f, g tales que no pertenezcan a J(E) no necesariamente
distintos, mostraremos que fg no se encuentran en J(E).

Notemos que f, g existen, pues de lo contrario J(E) = A, lo que implicaria
que para todo p en E, p = A lo cual es una contradiccién, pues p se encuen-
tra contenido propiamente en A para todo p en Spec(A).

Como f, g no son elementos de J(FE) entonces existen pi, ps elementos de E
tales que py estd en Dy y p2 en Dgy. Hagamos D\f =DyNEy l/?\g =D,NE,
nétese que l/?\f y l/); son distintos del vacio pues p1 € DyNE y pa € DyNE.
Dado que F es hiperconexo, se tiene que l/)\f N 1/7; es no vacio.

Pero l/)\f N l/)\g = I/DE = ljf\g = Dy, N E para el que fg no pertenece a po,
lo que implica que fg no pertenzca a J(E). Por lo tanto, J(F) es ideal primo.

Ahora, sean Df, D abiertos bésicos no vacios de E, mostraremos que D, N
Dg es no vacio. Como Df = Dy N E es no vacio, existe p; en Df, es decir,
existe p; elemento de F tal que f no pertenece a p; y por esto f no pertenece
a J(E).

Andlogamente, como l/)\g = Dy N E es distinto del vacio, existe ps elemento
de F tal que g no se encuentra en py y por consiguiente no se encuentra en
J(E).

Por ser J(F) ideal primo, fg no es elemento de J(E), asi existe pg en E tal
que fg no es elemento de py, es decir, pg estd en Dy,

Por lo tanto, py se encuentra en Dy, N E = 5;,, y en conclusién, como
l/)f\g = lf?} N l/)\g es no vacio, entonces F es hiperconexo. ]
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Proposicién 1.4.7. Sea E un subconjunto hiperconexo de Spec(A). Enton-
ces E={J(E)}.

Demostracion. Nétese que p es elemento de E si y sélo si para toda D 7 que
contenga a p se tiene que Dy N E es no vacio. Por otro lado, existe py en
E tal que f no se encuentra en pg si y sélo si f no se encuentra en J(E).
Asi J(E) es elemento de Dy siy sélo si Dy N{J(E)} # 0, por lo que p es
elemento de {J(E)}.

Por lo tanto, E = {J(E)}. O

Corolario 1.4.8. El espacio topoldgico Spec(A) es un espacio sobrio.

Demostracion. En la proposicién anterior hemos visto que todo conjunto ce-
rrado hiperconexo tiene un punto genérico, falta ver que este punto genérico
es tinico. Supongamos que {p} = E = {J(E)}, para algin p € Spec(A).
Sea f elemento de A, entonces f no pertenece a p si y sélo si p es elemento
de Dy, es decir, Dy N {p} es no vacia, asi p pertenece a m si y sélo si p
es elemento de E y de {J(E)}, entonces la interseccién de Dy con {J(E)}
es no vacia si y sélo si J(E) pertenece a Dy, es decir, f no es elemento de
J(E). Por lo tanto, p = J(E).

En conclusién J(E) es el dnico punto genérico para todo conjunto cerrado
hiperconexo. Por lo tanto, Spec(A) es un espacio sobrio. O

1.5. Teoria de Hiperespacios

En esta seccién incluimos conocimientos previos que sirven como punto
de partida al andlisis realizado en este trabajo. En [3] se profundizan las
siguientes definiciones y proposiciones.

Definicion 1.5.1. Sea X un espacio topoldgico con topologia 7. Un hiper-
espacio de X es una coleccion de subconjuntos de X con alguna carac-
teristica especifica dotada de alguna topologia.

Ejemplo 1.5.2. FEl hiperespacio mds grande de X es
CL(X)={H C X | H es cerrado no vacio de X}
con la topologia de Vietoris que definimos a continuacion.

Definicion 1.5.3. Sea X es un espacio con topologia T. La topologia de
Vietoris Ty para el conjunto CL(X) es la coleccion de conjuntos generada
por la subbase {H € CL(X) | H C U} U{H € CL(X) | HNV # 0} donde
UV er.
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Por conveniencia consideramos los hiperespacios cuyos puntos son sub-
conjuntos cerrados no vacios de X.

Observacién 1.5.4. El conjunto {H € CL(X) | H C K} es cerrado bajo
Ty siempre que K es cerrado bajo T.

Notacién: Sean n € N y Uy, ...,U, conjuntos abiertos en un espacio
topolégico X. Al conjunto denotado por

(Ui,...Up) ={H € CL(X) | HNU; # 0 paratodo 1 <i<ny H C |J U;}
=1

(2

le llamamos conjunto abierto basico de la topologia de Vietoris. La familia
de conjuntos abiertos béasicos forma una base para esta topologia.

En ”Hyperspaces of Sets” de Sam B. Nadler Jr. [10] se estudian los hi-
perespacios de los espacios métricos, compactos y conexos (continuos), y sus
propiedades.

Los hiperespacios de un espacio topolégico X mads estudiados son:

1. C(X)={A e CL(X) | A es conexo}.

Dado n un ntiimero natural.

2. F,,(X)={A € CL(X) | A tiene a lo més n puntos}.
3. F(X)= U Fu(X).
n=1

4. Cp(X)={A € CL(X) | A tiene a lo mas n componentes}.
5. K(X)={A C X | A es compacto y no vacio}.

Para referirse de manera general a cualquiera de los hiperespacios anteriores
utilizaremos la notacién H(X).

Algunas de las propiedades conocidas de un espacio topolégico X y sus
hiperespacios son:

1. X es compacto si y s6lo si 2% es compacto. [8, Teorema 4.2]

2. X es localmente compacto si y sélo si 2% es localmente compacto.
Ademss, si X es localmente compacto C'(X) es un abierto en 2%. [8,
Teorema 4.4]
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3. X es separable si y sélo si 2% es separable. [8, Teorema 4.5]

4. X es regular si y sélo si 2% es de Hausdorff. [8, Teorema 4.9.3]

5. X es de Hausdorff si y sélo si C'(X) es de Hausdorff. [8, Teorema 4.9.8]
6. X es metrizable si y s6lo si C'(X) es metrizable. [8, Teorema 4.9.13]

En conclusion, los hiperespacios cuentan con propiedades que permiten es-
tudiar a X desde otro punto de vista.

Teorema 1.5.5. Los hiperespacios de continuos son continuos.

Teorema 1.5.6. FEl hiperespacio de subcontinuos y el hiperespacio de sub-

conjuntos cerrados no vacios de un continuo resultan ser unicoherentes y
arCco-COMELOS.



28

CAPITULO 1. PRELIMINARES



Capitulo 2

Hiperespacios de espacios no
métricos

2.1. Propiedades

Otras propiedades que ayudaran al estudio de los espacios no métricos
se enlistan a continuacion.

Definicion 2.1.1. Sea X un espacio topoldgico. El espacio X es un espacio
puerta si para todo A C X, A es un subconjunto cerrado o abierto de X.

Ejemplo 2.1.2. El espacio (X,E(x)) es un espacio puerta, donde E(x) es la
topologia que excluye al punto z, definida en el Ejemplo 1.2.6, pues para todo
ACX, z€Aox¢ A, siendo A cerrado o abierto de X, respectivamente.

Steiner en ”The Lattice of Topologies: Structure and Complementation”
caracteriza a los espacios puerta a través de su topologia en dos tipos, véase
[11, Teorema 4.4]:

1. Si 7 estd dada por un ultrafiltro.
2. SiT=¢E&(x).

Definiciéon 2.1.3. Sea X un espacio topoldgico. El espacio X es subma-
ximal si todo conjunto denso en X es un subconjunto abierto de X.

Definicion 2.1.4. Sea X wun espacio topoldgico. El espacio X es anti-
compacto si los conjuntos compactos en X son unicamente los conjuntos
finitos.

29
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Definicion 2.1.5. Sea X un espacio topolégico. Definimos como refina-
miento localmente compacto de una cubierta abierta para X, la colec-
cion de subconjuntos de X tales que para todo punto y un abierto de la
cubierta que lo contiene, el conjunto abierto de X intersecta solo un nimero
finito de elementos de la coleccion.

Definicion 2.1.6. Sea X un espacio topoldgico. El espacio X es paracom-
pacto st para toda cubierta abierta de X existe un refinamiento abierto
localmente finito.

Definicion 2.1.7. Sea X wun espacio topoldgico. El espacio X es anti-
paracompacto si los conjuntos paracompactos en X son unicamente los
conjuntos finitos.

Definicion 2.1.8. Sean X un conjunto, S C X y F un filtro sobre X.
Definimos g = FU{U C X | UNS = 0}.

Sean S C X y F un filtro sobre X. El conjunto 77 g es, en efecto, una
topologia sobre X pues:

1. Mostraremos que X y () son elementos de 7r g.
Al ser F un filtro, existe U € F no vacio. Como U C X, entonces
XeF Asi X € TF,S-
Por otro lado, # C X, ademés NS = () para todo S. De esto se implica
que(DE{UCX|UﬂSz@}.Asi@GTf,s.

2. Sean I un conjunto de indices y U, € 7r s para toda o € I, mostrare-

mos que |J Uy € 775.
acl
Supongamos que {Uy taer C{U C X | UNS = 0}, entonces SNU,, = ()

para toda a € I. Asi SN | U U, | =0, por lo cual
acl
UUse{UcCX|UNS =0}y, finalmente, |J Uy € 7£,5.
ael acl
Ahora supongamos que existe o € I tal que Uy, € F.

Como Uy, C | U,, al ser F un filtro, |J Uy € F. Asi |J U,y € 77.5.
acl acl acl

3. Sean U,V € 77 g, mostraremos que U NV € 7r 5.
Supongamos que U,V € F, entonces U NV € F, por lo cual
CIFWVYG’tRS.
Por otro lado, supongamos, sin pérdida de generalidad, que UNS = 0,
entonces (UNV)NS =0, porlocual UNV e {UC X |UNS =0}
vasiUNV e TF,S-
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Por lo tanto, 77 s es una topologia sobre X.

Proposicion 2.1.9. Sean X un conjunto, S,S1,5 C X y, F, F1 y Fa
filtros sobre X. Entonces:

1.

Si 81 C S2, Tr.8, CTF,S,-

Si F1 C Fo, 77,8 C Try.5-

Si S =10, Tr,p €s la topologia discreta.

SiS=X, rx =FU{0}.

SiF={X}, trs={X}U{UCX|UNS =0}

Demostracion. 1. SeaU € 7r5,,s1U € F entonces U € 7r5,.SiU ¢ F,

se tiene que U N Sy = (). Como S; C So, se implica que U N'S; = 0.
Por lo tanto, U € 7r g, .

. Sea U € 75,5, st UNS = 0, entonces U € 7, g. Por otro lado si

U € Fi, por hipétesis, U € Fa. Por lo tanto, U € 77, g.

. Sea F' C X. Entonces F'N S = (). Por lo tanto, F' € 7r.

. Si S = X, se implica que no existe F # () tal que F N X = (). Por lo

tanto, 7 x = F U {0}.

. Al ser F = {X}, entonces, por definicién

Trs = FU{UCX|UnNS=0}
{X}u{UcCcX|UNnS =0}

O

Simplificaremos la notacién de la topologia usada en la Proposicién 2.1.9
punto 4, haciendo 77 x = 77.

Proposicién 2.1.10. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

1.

2.

3.

(X, 7) es un espacio puerta minimal.
(X, 7) es un espacio puerta conezo.

(X,7) es un espacio puerta minimal submazimal.
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4. (X, 7) es un espacio puerta hiperconexo o T = E(x) para algin x € X.
5. 7 =F U{0}, donde F es un ultrafiltro, o 7 = E(x) para algin x € X.

Demostracion. (1) < (5) Resultado de Steiner en [11, Teorema 4.4].

(1) = (3) Sea A un conjunto denso en X. Basta probar que A es un sub-
conjunto abierto de X. Dado que X es un espacio puerta podemos suponer
que A es un subconjunto cerrado de X. Entonces A = A = X de donde A
es un subconjunto abierto de X. Por lo tanto, X es submaximal.

(3) = (1) Es una consecuencia inmediata de la hipdtesis.

(1) = (2) Al ser (X, 7) un espacio puerta minimal, por (5), 7 = F U {0},
donde F es un ultrafiltro, o 7 es una topologia con un punto excluido. Sean
U,V abiertos ajenos de X tales que UUV = X.

a) Supongamos que T es una topologia con un punto excluido.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que el punto excluido zg € U,
como VNU =0, entonces V=0y U = X.

b) Supongamos que 7 estd generada por un ultrafiltro. Supongamos que
X no es conexo. Entonces existen U,V € 7 ajenos distintos del vacio
tales que UUV = X. Pero U,V € F, por lo que UNV € F, lo cual es
una contradiccién pues U NV = (.

(2) = (1) Supongamos que existe (X, o) un espacio topolégico puerta tal
que o C 7. Existe U € 7 no vacio tal que U ¢ o, nétese que U # X. Por ser
(X, 0) puerta, U es cerrado en (X,0). Asi X \ U € o, entonces X \ U € 7.
Pero (X \U)UU = X, por lo tanto, (X, 7) no es conexo.

(4) = (2) Si X es un espacio puerta hiperconexo, por la Proposicién 1.3.12,
X es un espacio puerta conexo.

Por otro lado, si 7 = £(x), por el Ejemplo 2.1.2, X es puerta. Nétese que
para cualesquiera U, V abiertos no vacios tales que X = U UV se tiene que
X =U o X =V, supongamos sin pérdida de generalidad que U = X, de
este modo, V C U. Asi, X es conexo bajo 7.

(5) = (4) Basta ver que un espacio X con una topologia dada por un
ultrafiltro F es hiperconexo. Sean U,V € 7 no vacios, entonces U,V € F.
Asi, UNV € F. Por lo tanto, U NV # (). O
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Las demostraciones de la Proposicion 2.1.11 y el Corolario 2.1.12 pueden
ser consultadas en [1, Proposicién 2.1] y [1, Corolario 2.2]

Proposicién 2.1.11. Sea un espacio topoldgico (X, T) infinito tal que cada
subespacio infinito contiene un subespacio cerrado infinito discreto. Entonces
X es anti-compacto y no es anti-paracompacto.

Corolario 2.1.12. Un espacio submazimal (X, T) infinito tal que cada subes-
pacio infinito contiene un subconjunto denso infinito no cofinito es anti-
compacto pero no anti-paracompacto.

Ejemplo 2.1.13. Los espacios puerta hiperconezros infinitos son anti-com-
pactos pero no son anti-paracompactos.

Definicion 2.1.14. Sea X un espacio topolégico y x € X. Definimos una
vecindad minima de x como el abierto de menor cardinalidad que contiene
ax.

La siguiente definicién fue introducida por Steiner en [11].

Definicién 2.1.15. Sean (X, 7) un espacio topolégico, F, ={H C X |y €
HY yG={1r, (23 | 7 € 7F, fa}, T,y € X distintos}. Decimos que (X, T) es
principal si

T = ﬂ wa{x}.
T]—'y,{w}eG
Proposicion 2.1.16. Un espacio principal es anti-compacto si y solo si las
vecindades minimas de cada punto son finitas.

Demostracion. Sea X anti-compacto principal. Sea V una vecindad minima
de y € X. Entonces 7y C Ey(y), donde Ey(y) es la topologia que excluye
a y heredada a V' como subespacio. Por lo tanto, (V, 1/) es compacto y finito.

Ahora, sea A un subespacio infinito de X. Para cada a € A sea V, una
vecindad minima, entonces {U,}4c4 es una cubierta abierta para A, la cual
no tiene subcubiertas finitas pues cada vecindad minima intersecta a A en,
a lo mas, un nimero finito de puntos. Por lo tanto, A no es compacto. [

Proposicién 2.1.17. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, V' un subconjunto
abierto de X yo' ={U e 7 |UNV =V oUNV = 0}. Entonces o’ es una
topologia.

Demostracién. 1. X y () son elementos de ¢’, por definicién de o”.

Puess XNV =V ydnV =40.
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2. Sean I un conjunto de indices y U, un elemento de ¢’ para toda

a € I. Si para toda o € I, U, NV = (), entonces (|J Uy) NV = 0.

acl
Asi |J U, € o'. Por otro lado, si existe a € I tal que U, NV =V,
acl
entonces < U Ua> NV =V.Porlo cual |J U, € o'
ael acl

. Sean U y W elementos de ¢/, supongamos que UNV =V yWnNV =V,

entonces (UNW)NV =V. Asi UNW € ¢’. Por otro lado, sin pérdida
de generalidad, supongamos que U NV = () entonces
Unw)nvV = UnvV)nw
= 0nw
=0

AsiUNW € o',

Por lo tanto, ¢’ es una topologia.

O

Teorema 2.1.18. Sea (X, 7) un espacio Tv principal. Las siguientes afir-
2

maciones son equivalentes:

. (X, 7) es anti-compacto minimal.
2. (X, 7) es no compacto minimal.

3. Sean A el conjunto de los puntos aislados de X, V,, la vecindad minima

para cada y € X \ A y {V,, | 1 < i < n} una familia de vecindades
minimas de puntos en X \ A. Entonces (X, T) es anti-compacto y para

cadaacA,ac X\( U V) o{a}= NV,
yeX\A i=1

Demostracion. La demostracién de (3) = (2) se puede consultar en [1, Teo-
rema 2.4].

(2) = (1) Supongamos que existe A un conjunto infinito compacto, por

la Proposicién 2.1.16, existe al menos un punto con vecindad minima infinita
V. Si X \ V es finito o compacto para toda cubierta abierta de X, existe
un elemento de la cubierta U, tal que V' C U, entonces X es compacto . Lo
cual es una contradiccion.

Si X \ V es infinito y no compacto, como X \ V no es compacto bajo T,
X \ V no es compacto bajo ¢’ definida en la Proposicién 2.1.17. As{ X no
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es compacto bajo o', pues toda cubierta de X debe cubrir a X \ V' y como
o' C 7, (X,7) no es no compacto minimal. Lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto, no existe A infinito compacto, es decir, X es anti-compacto.

(1) = (3) Seaap € Atal que ap ¢ X\ ( U Vi) y {ao} # ﬁvi pa-
yeX\A i=1

ra cada familia de vecindades minimas de puntos en X \ A. Entonces existe
yo € X \ A tal que ag € Vy,. Sea o la topologia con subbase:

{0,{a;},Vy,, X : a; € A\{ao},yi € X\ AyV,, eslaminima vecindad de y;}.

Entonces o es una topologia principal donde cada vecindad es finita, pues
ag € Vp. Por la Proposicién 2.1.16, o es anti-compacta, es decir, (X,7) no
es anti-compacto minimal. Lo cual es una contradiccion. ]

Proposiciéon 2.1.19. Espacios puerta minimales no satisfacen axiomas al-
tos de separacion.

Demostracion. Por la Proposicién 2.1.10 un espacio puerta minimal es puer-
ta hiperconexo o tiene la topologia que excluye a un punto. Del Ejemplo
1.2.6, la topologia £(z) es T3. Por otro lado, por la Proposicién 1.3.5 un
espacio puerta hiperconexo né es Ts. ]

Proposicién 2.1.20. Sea (X,7r) un espacio topoldgico, donde F es un
ultrafiltro sobre X. Entonces todo subconjunto abierto de X, U no degene-
rado es la union de dos subconjuntos arbitrarios ajenos A, B donde A es un
subconjunto abierto de X o B es un subconjunto abierto de X.

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto no degenerado de X. Consi-
deremos A un subconjunto propio de U y B el complemento de A en U.
Supongamos que A no es un subconjunto abierto de X, entonces (X \ A)
es un subconjunto abierto de X, al ser U abierto de X, U N (X \ A) es
un subconjunto abierto de X. Como B = U N (X \ A), entonces B es un
conjunto subconjunto abierto de X. O

Proposicién 2.1.21. Todo espacio puerta hiperconexo es anti-compacto.

Demostracion. Sea (X, 7) un espacio puerta hiperconexo y A un subconjun-
to infinito de X, entonces, por la Proposicién 1.2 de [1], 7 estd dada por un
ultrafiltro F. Consideremos dos casos: Primero, si A es un subconjunto ce-
rrado de X, entonces X \ A es un subconjunto abierto de X. Asi, X\ A € F.
Para cada elemento x de A hacemos U, = (X \ A) U {x}, nétese que U, es
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un elemento del ultrafiltro F. Por lo tanto, {U, },c4 es una cubierta abierta
de A sin subcubiertas finitas.

En otro caso, supongamos que A es un subconjunto abierto de X. Afir-
mamos que existe U un subconjunto abierto no vacio de X, tal que U esta
contenido en A y A\U es infinito. Supongamos que para todo U subconjunto
abierto no vacio de X tal que U C A, A\U es finito. Por la Proposicién 2.1.20
podemos considerar dos subconjuntos infinitos B y C| tales que U = BUC
donde, sin pérdida de generalidad, B es un subconjunto abierto de X. Lo
cual es una contradiccién. Por lo tanto, la afirmacion es cierta.

Entonces para todo x elemento de A\ U sea U, = U U {z}, ndtese que U,
es un elemento del ultrafiltro F. Asi, {U;},c4\p es una cubierta abierta de
A sin subcubiertas finitas. Por lo tanto, A no es compacto.

De ambos casos, X es anti-compacto. O

2.2. Hiperespacios de Espacios no Métricos

Proposicién 2.2.1. Sea X un espacio hiperconexo tal que para cualesquiera
dos abiertos no vacios existe un cerrado no vacio contenido en su intersec-
cion. Entonces CL(X) es hiperconezo.

Demostracion. Sean U = (Ui, ...,Up) y V = (V1, ..., Vi) dos abiertos bésicos
en C'L(X), por hip6tesis, existen conjuntos cerrados no vacios contenidos en
n

m
Uiy () Vi, entonces U y V son abiertos no vacios en CL(X), del mismo
=1 =1

1= 3
n m

modo existe I’ un cerrado no vacio contenido en (ﬂ Ui> N (ﬂ V}). Asi,
i=1 i=1

F e UnV. Por lo tanto, CL(X) es hiperconexo.

Proposicién 2.2.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico tal que H(X) es hiper-
conezxo y para todo U abierto no vacio en X, <U>H<X) es no vacio. Entonces
X es hiperconexo.

Demostracion. Sean U,V abiertos no vacios en X, entonces (U) # 0 # (V),
asi por ser H(X) hiperconexo existe F' € H(X) tal que F € (U)N(V), es
decir, F C (UNV). Asi, UNV # (). Por lo tanto, X es hiperconexo. O

Corolario 2.2.3. Sea X un espacio 1. Entonces X es hiperconexo si y solo
si H(X) es hiperconezo.
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Corolario 2.2.4. Sea X un espacio topoldgico. Si |J(F1(X) NCL(X)) es
denso en X, entonces X es hiperconexo si y sélo si H(X) es hiperconexo.

Proposicién 2.2.5. Sea X un espacio topoldgico anti-compacto. Entonces
F,(X) es anti-compacto

Demostracion. Sea A C F,(X) compacto, nétese que | J.A es compacto en
X, pues dada {U,}aer una cubierta abierta que cubre a (J.A, la familia
{{(Uayy -y Ua,,) | @i € I, m € N} es una cubierta abierta que cubre a A, para
la cual podemos encontrar una subcubierta finita {(U;,, ..., U;;) } que cubre a
A, donde 1 <i<my1l<j<m; para algunos m y m; nimeros naturales,
asi la subcubierta {Uij} donde 1 <i<my1l<j<m;es una subcubierta
finita que cubre a | J.A. Asi |J A es compacto. Dado que X es anti-compacto,
|J A es finito. Finalmente como la cantidad de posibles combinaciones de a
lo més n elementos de un conjunto finito es finita, A es finito. Por lo tanto,
F,(X) es anti-compacto. O

Corolario 2.2.6. Si X es un espacio puerta hiperconexo, entonces Fp,(X)
es anti-compacto.

2.3. Espacios Sobrios y sus Hiperespacios

Recordemos que definimos la sobriedad de un espacio como la propiedad
de tener un Unico punto génerico para cada subconjunto cerrado hipercone-
x0. La sobriedad es independiente de los axiomas de separacion que satisface
el espacio.

Ejemplo 2.3.1. Sea X7 un espacio topoldgico con la topologia cofinita Te,t y
Xo un espacio topoldgico con la topologia del punto incluido Z(xg). El espacio
X = X1 Xo con la topologia de la union ajena de espacios topoldgicos es
un espacio a lo mds Tv pues para todo x € Xy, {x} es un subconjunto

cerrado de X ; para todo € Xo\ {zo}, {z} es un subconjunto cerrado de
X vy, finalmente, {xg} es un subconjunto abierto de X. Sin embargo X no
es sobrio pues X1 C X es un conjunto cerrado hiperconexo para el que no
eviste © € X tal que {x} = X.

Proposicién 2.3.2. Sea X un espacio sobrio. Entonces para todo x € X,
{z} es un cerrado hiperconexo. Ademds para cualesquiera x,y € X distintos

{2} # {v}

Demostracién. Sea x € X, por definicién {z} es un subconjunto cerrado de
X y para todo U € 7 tal que U N {x} # 0 se tiene que x € U. As{ para
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cualesquiera V, W abiertos en {x} como subespacio, VN W # (). De este
modo, al ser X sobrio, para cualesquiera z,y € X distintos tenemos que

{2} # {y}. O
Corolario 2.3.3. Sea X un espacio sobrio. Entonces X es Ty.

Demostracion. Sean x,y € X distintos, entonces por la Proposicién 2.3.2
m # @, sin pérdida de generalidad, supongamos que existe z € @ tal
que z ¢ {y}, notemos que se puede tener z = x. Asi, existe U subconjunto
abierto de X tal que z € Uy y ¢ U, como z € m, x € U. Por lo tanto, X
es T(). ]

2.3.1. Hiperespacios de espacios sobrios

La sobriedad no es una propiedad que se preserve naturalmente entre
un espacio y sus hiperespacios. A continuacion presentamos a detalle dos
ejemplos donde la sobriedad no es preservada.

Ejemplo 1

Sea (X, 7) un espacio topolégico infinito donde 7 = 7., N E(z0). En las
siguientes proposiciones y corolarios entendemos X como este espacio to-
polégico.

Nétese que X es un espacio T1 pero no T1, pues para todo x # zg, {z} no
es un subconjunto abierto o cérrado de X.

Proposicién 2.3.4. X es hiperconexo y no sobrio.

Demostracion. 1. Veamos que X es hiperconexo.
Sean U,V conjuntos abiertos no vacios, entonces X \ U y X \ V son
finitos. Al ser X infinito, existe = elemento de X tal que x ¢ X \ U y
x ¢ X \V, entonces x € UNV. Asi U NV es no vacio. Por lo tanto,
X es hiperconexo.

2. Ahora, veamos que X no es sobrio.
Nétese que no existe z € X tal que X = {z} pues {z} = {z, 20} para
toda z € X. Por lo tanto, X es un conjunto cerrado hiperconexo sin
punto genérico.

O]
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Ahora sea CL(X) el hiperespacio de todos los subconjuntos cerrados no
vacios de X, entonces CL(X) = {H C X | H es finito y 9 € H} U {X}.
Ademss la siguiente igualdad se sigue:

CL(X) = K(X).

Proposicién 2.3.5. Los conjuntos abiertos de CL(X), (U) son vacios para
todo subconjunto abierto de X, U distinto a X. Ademds, si el abierto bdsico
(Ui, ...,Uy,) es no vacio, entonces existe j € {1,2,...,n} tal que U; = X.

Demostracion. Es inmediato ya que no existen K un conjunto cerrado y U
un conjunto abierto distinto a X tales que K C U, pues g € Ky xo ¢ U.

Por otro lado, si (Ui, ...,U,) # 0, existe K € (Uy,...,U,) no vacio, como
xo € K entonces existe j € {1,2,...,n} tal que xy € U; pero esto ocurre si y
solo si U; = X. O

Proposicién 2.3.6. El hiperespacio CL(X) es exactamente Ty.

Demostracion. Sean K y H dos subconjuntos cerrados distintos no vacios

donde, sin pérdida de generalidad, existe z # xg tal que z € Ky = ¢ H, asi

K es un elemento de (X, X \ H) pues z € X \ H. Asi CL(X) es Tp. Ahora

sean H = {xo,z,y} v A= {{zo, x},{z0,x,y,2}} donde y y z son elementos

distintos a = y xg. Para todo béasico U = (Uy,...,U,) en CL(X) tal que
n

H € U, se tiene que {xg,x,y,2z} € U, pues H C |J U;, entonces existe
i=1

n
Jo € {1,...,n} tal que U;, = X, asi |J U; = X, entonces {zg,z,y,2} C X =
i=1
n
U Us, por otro lado como HNU; # () para toda 1 < i < n, {zg,x,y, 2}NU; #
i=1
() para toda 1 < i < n, por lo tanto, {xg,z,y,2} € U. De igual modo para
todo bésico V en CL(X) tal que {zg,z} € V, se tiene que H € V. Por lo
tanto, CL(X) no es T1. O
4

Corolario 2.3.7. CL(X) = {X}.
Proposicién 2.3.8. El hiperespacio CL(X) es un espacio hiperconexo.

Demostracion. Sean U = (Ui, ...,U,) y V = (V1,...,V;,) dos abiertos bési-
cos. Por la Proposicién 2.3.5, X € U y X € V. Por lo tanto, CL(X) es
hiperconexo. 0

Proposicién 2.3.9. Sea L C X \ {x¢} finito. El conjunto A= {{xo} UL |
L' C L} es un cerrado hiperconezo en CL(X) tal que A = {LU{zo}}.
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Ademds, los conjuntos de esta forma son los dnicos conjuntos cerrados hi-
perconezos contenidos propiamente en el hiperespacio CL(X).

Demostracion. De la demostracion de la Proposicion 2.3.6 se sigue que A
es un cerrado hiperconexo tal que A = {L U {z(}}. Basta ver que los con-
juntos construidos de la forma A son los tnicos cerrados hiperconexos del
hiperespacio C'L(X). Es suficiente ver que la familia de los conjuntos de la
forma A es una subbase para los conjuntos cerrados de CL(X) pues de esta
forma se demuestra que todos los conjuntos cerrados resultan ser hiperco-
nexos. Dado L C X \ {z¢} finito, el conjunto A = {{zo} UL | L' C L} =
CL(X)\ (X, X\ (LU {xo})).

He Asiysolo HN (X \ (LU {xp})) =0siysélosi H¢ (X, X\ (LU
{z0}))- O

Corolario 2.3.10. CL(X) es sobrio.

Ejemplo 2

Sea (X, 7) un espacio topolégico infinito donde 7 = 7.,y N Z(xo). En la
siguiente proposicién entendemos X como este espacio topolégico. Nétese
que X es un espacio hiperconexo, sobrio y exactamente 7’1 .

4

Proposicién 2.3.11. CL(X) es hiperconezo.

Demostracion. Por la Proposicion 2.2.1 basta ver que para todo U conjunto
abierto en X, el conjunto (U) es no vacio. Como X es infinito, existe z #
tal que x € U, asi {z} € (U). Por lo tanto, CL(X) es hiperconexo. O

Sin embargo no existe H € CL(X) tal que CL(X) = {H}. Por lo tanto,
CL(X) no es sobrio.

Asi, con los dos Ejemplos anteriores demostramos que la sobriedad no se
)
preserva de manera natural entre un espacio y su hiperespacio.

2.3.2. Propiedades de hiperespacios sobrios

Proposicién 2.3.12. Sean X un espacio topologico y H, K € CL(X) tales
que H # K. Entonces {H} # {K}.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que existe z € H
tal que z ¢ K, entonces H € (X, X \ K). Como K ¢ (X, X \ K), entonces
H ¢ {K}. Por lo tanto, {H} # {K}. O




2.3. ESPACIOS SOBRIOS Y SUS HIPERESPACIOS 41

Corolario 2.3.13. Sea X un espacio topoldgico. El hiperespacio CL(X) no
es sobrio si y solo si existe A C CL(X) un conjunto cerrado hiperconerxo tal
que A # {H} para toda H € CL(X).

Demostracion. Por definicién de espacio sobrio y la Proposicién 2.3.12, CL(X)
no es sobrio si y sélo si existe A C C'L(X) un conjunto cerrado hiperconexo
tal que A # {H} para toda H € CL(X). O

Sea A C CL(X) un conjunto cerrado hiperconexo. Para todo B C A
definimos:

Ts= U H.
HeB

Proposicién 2.3.14. Sea A C CL(X) un conjunto cerrado hiperconezo.
Para todo B C A, T € A. Ademds Tg ¢ {H} para toda H € B\ {Tg}.

Demostracion. Notese que Tg € CL(X). Sea (Ui, ...,U,) tal que Tg €
n

(Uy,...,Uy,). Entonces Tg C U donde U = |J U; y Tg N U; # O para to-
i=1

da 1 <4 < n. Asi para toda 1 < i < n, existe K; € A tal que U; N K; # 0.

Entonces K; € (U,U;) para toda 1 < i < n. Al ser A hiperconexo y cada

(U, U;)NA#0, (U, U;)NA es denso en A y por lo tanto, ( F] (U, U))NA £ 0,
=1

1=
es decir, existe K € A tal que K NU; # () paratoda1l <i<ny IEC U,
asi K € (Uy,...,U,) y por ello (Uy, ...,U,)NA # 0. Por lo tanto, Tg € A = A.

Supongamos que existe K € B tal que Tg € {K}. Notemos que si U C X es
un subconjunto abierto de X y T € (X, U) entonces K € (X,U). Suponga-
mos que K C T entonces TgN(X\K) # (0. Lo cual es una contradiccién. [

Proposicién 2.3.15. Sea X un espacio topoldgico. El hiperespacio C'L(X)
no es sobrio si y sélo si existe A C CL(X) un conjunto cerrado hiperconezxo

tal que para algin H € A existe x € |J K tal que H ﬂm = 0.
KcA

Demostracion. Si CL(X) es un hiperespacio no sobrio, por el Corolario
2.3.13 existe A C C'L(X) un conjunto cerrado hiperconexo tal que A # { K’}

para todo K € CL(X). Por Proposicién 2.3.14, T4 = |J K € A, como
KeA

A # {T4}, existe H € A tal que H ¢ {T4}. Dado que para todo abierto
Uc X tal que HNU # 0, T4y NU # (), entonces existe V abierto tal que
HCVyTsq €V, es decir, existe z € Ty tal que = ¢ V. Asi para toda
y € H,y ¢ {x}. Por lo tanto, H N {z} = 0.
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Por otro lado, supongamos que existe A C C'L(X) un conjunto cerrado hi-

perconexo tal que para algin H € A existe z € |J K tal que H 0{3:7} = 0.
KeA

Para cualquier K € A\ {T4}, por la Proposicién 2.3.14, T4 ¢ {K}, asi

A # {K}. Como existe H € A parala que existex € |J Ky HNn{z} =0,
KeA

entonces H € (X \{z}) y Ta ¢ (X \ {z}), es decir, H ¢ {T4}. Asi A +# {K}
para toda K € A, més ain, A # {K} para toda K € CL(X). Por lo tanto,
CL(X) no es sobrio. O

2.4. Axiomas de separacion en hiperespacios

Observacion 2.4.1. Sea X un espacio T (T3). Entonces CL(X) no nece-
2 4
sariamente es T1(T'3). Basta observar que los espacios (X,Z(x)), (X,E(x))
2 4

cumplen axiomas de separacion que sus respectivos hiperespacios no cum-
plen.

Proposicién 2.4.2. Sea X un espacio topoldgico Ti. Entonces CL(X) es
T;.

Demostracion. Sean H y K dos subconjuntos cerrados no vacios distintos
de X. Mostraremos que existen U,V abiertos en CL(X) tales que H € U,
KeV,H¢VyK¢U. Consideremos tres casos:

1. St HNK = () entonces H € (X \ K)y K € (X \ H).

2SS HNK #0,H¢ Ky K ¢ H entonces H € (X, X\ K)y K €
(X, X \ H).

3. Si H C K entonces K € (X, X \ H).
Como H C K entonces existe x € K tal que x ¢ H. Para cada
y € H existe U, abierto tal que y € U, y « ¢ U, pues X es T1. Asi

Hc UUyyz¢ |J Uy Entonces H € ( |J Uy).
yeH yeH yeH

Por lo tanto, CL(X) es T;. O

Existen espacios topolégicos con axiomas de separacién bajos cuyos hi-
perespacios con la topologia de Vietoris no cumplen los mismos axiomas de
separacion, algunos ejemplos de estos son los espacios topoldgicos vistos en
la Seccién 2.3.1.
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Ejemplo 2.4.3. Sea (X, 7) el espacio de Sierpinski donde X = {z,y} y

7 = {0,{z}, X}. Notemos que X es un espacio exactamente T%. Por otro

lado, CL(X) = {{y}, X} y v = {0,{X},CL(X)}, es decir, (CL(X),1v) es
homeomorfo al espacio de Sierpinski y por lo tanto, un espacio exactamente
T:.

2

Proposicién 2.4.4. Si X es un espacio topoldgico tal que CL(X) no es T1,
entonces existen dos subconjuntos cerrados H y K no vacios de X tales que
H € {K} y mds ain, HC K.

Demostracion. Al ser CL(X) un espacio no T; existen H, K € CL(X) tales
que, sin pérdida de generalidad, se tiene:

1. Para todo U abierto en X tal que H C U, entonces K C U.
2. Para todo U abierto en X tal que H NU # (), entonces K N U # (.

Entonces H € {K}. De (2) notamos que H N (X \ K) = . Por lo tanto,
HCK. O

Teorema 2.4.5. Sea X un espacio topoldgico y CL(X) un espacio T% pe-
ro no T1. Entonces existen U subconjunto abierto de X y Kgy subconjunto
cerrado no vacio de X tales que Ko C U para los cuales existe un inico K
subconjunto cerrado no vacio de X de que cumple Ko C K C U y que para
todo V' subconjunto abierto de X que contiene a Ko, K C V.

Demostracion. Como C'L(X) no es un espacio 11, de la Proposicion 2.4.4,

existen Hy y K subconjuntos cerrados no vacios de X tales que Hy € {K}

y Hy € K. Al ser CL(X) un espacio T: y {K} un conjunto no cerrado,
2

entonces {K} es un subconjunto abierto de C'L(X). Al ser un punto ais-
lado existen Uy, ..., U, abiertos en X tales que (Ui, ...,U,) = {K}. Como
n
HyC K C | U, existe 1 < j; <n tal que HyNUj, = 0.
i=1
Sea K1 = (X \Uj;) N K, como KNUj; # 0, Ky C K. Notemos que si
existe H; € CL(X) tal que K1 C Hy C K, entonces Hy NUj; # 0. Por
lo tanto, existe 1 < jo < n, j1 # jo, tal que H1 NUj, = () y hacemos
Ky = (X \ Uj,) N K. De manera andloga y finita podemos llegar a K el
cerrado mas grande contenido propiamente en K.
n
Por otro lado, sea U = |J U;, supongamos que existe H € CL(X) tal
i=1
que H C U pero H ¢ K. Entonces KUH Cc Uy (KUH)NU; # 0
para toda 1 < i < n, por lo tanto, (K U H) € (Uy,...,Uy,), sin embargo
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(Ui, ...,Uy) = {K}. Lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, K es el inico conjunto cerrado tal que Ko C K C U.

Finalmente, supongamos que existe V un abierto en X tal que Ko C V

y K ¢ V, entonces FF = K N (X \ V) es un cerrado no vacio en X, por
construccién Ko € (X \ F) y K ¢ (X \ F'). Lo cual es una contradiccién.

O

Teorema 2.4.6. Sea X un espacio topoldgico tal que CL(X) un espacio T%
pero no T1. Entonces existen U subconjunto abierto de X y Ky subconjunto
cerrado no vacio de X tal que Ko C U para los cuales existe un unico K
cerrado no vacio que cumple Ko C K C U y que para todo V' subconjunto
abierto de X que contiene a Ko, K C V. Ademds para todo V' subconjunto
abierto de X, si Ko\V # 0 y KoNV # 0 entonces existen Ky C Ko cerrado
tal que Ky NV # 0 y Wy abierto tal que Ky C Wy pero Ky gZ Wy, .

Demostracion. La existencia de U, K y Ky tales que Ko C K C U son con-
secuencia directa del Teorema 2.4.5, sin embargo, al ser C'L(X) un espacio
Ts, {K} es un abierto regular, es decir, { K'} =Int(Cl({K})).

Supongamos que para todo abierto V en X tal que KoNV #0y Ko £ V
no existen Ky C Ky cerrado tal que Ky NV #£ () y Wy abierto tal que
KV - WV pero K() g_ Wv.

Sea V' un abierto en X tal que KoNV # 0y Ko £ V. Si H € (U,(VNU))
tal que Ko # H # K, entonces H C Ky y para todo W abierto tal que
HCW, Koy CW y por lo tanto, K C W.

Asi H e {K}y Ko € (U,(VNU)) C {K}. Lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto, para todo V subconjunto abierto de X, si Ko € V'y KgNV # 0
entonces existen Ky C K cerrado tal que Ky NV # () y Wy abierto tal
que KV - WV pero K() g_ Wv. ]

2.5. Funciones continuas

Proposicion 2.5.1. Sean X un espacio hiperconexo, Y un espacio topoldgi-
coy f: X —Y continua y suprayectiva. Entonces Y es hiperconexo.

Demostracion. Sean U y V dos abiertos no vacios en Y, por continuidad y
suprayectividad de f, f~1(U) y f~1(V) son abiertos no vacios en X, por lo
que f~HU)NF=H(V) # 0, es decir, existe x € f~HU)NF1(V). Asi f(z) €U
y f(xz) € V, entonces U NV # (). Por lo tanto, Y es hiperconexo. O
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Proposiciéon 2.5.2. Sean X un espacio hiperconexo, Y un espacio topologi-
coy f:Y — X continua, inyectiva y abierta. Entonces Y es hiperconezo.

Demostracion. Sean U y V dos abiertos no vacios en Y, entonces f(U) y
f(V) son abiertos no vacios en X, asi f(U)Nf(V) # 0. Seaz € f(U)Nf(V),
entonces f~1(x) € UNV. Por lo tanto, Y es hiperconexo. O

Proposicion 2.5.3. Sean X un espacio anti-compacto, Y un espacio to-
polégico y f : X — Y un homeomorfismo. Entonces Y es anti-compacto.

Demostracion. Sea A C Y infinito. Mostraremos que existe una cubierta
abierta de A que no tiene subcubiertas finitas.

Al ser A infinito, f~!(A) es infinito, por lo cual f~!(A) no es compacto, es
decir, existe una cubierta {U, }aes que cubre a f~1(A) tal que no contiene
subcubiertas finitas que cubren a f~1(A). Asi {f(Uas)}aesr es una cubier-
ta abierta de A. Supongamos que existen Uy,...,U, € {Uay}acr tales que
{f(U;)}7_, es una cubierta de A, entonces {U;}}" ; es una cubierta finita para
f~Y(A). Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, Y es anti-compacto. [

Proposicién 2.5.4. Sean X wun espacio puerta, ¥ un espacio topoldgico
y f: X — Y una funcion abierta, cerrada y sobreyectiva. Entonces Y es
puerta.

Demostracion. Sea A C Y, al ser X un espacio puerta, f~1(A) es un sub-
conjunto abierto o cerrado de X. Como f es una funcién abierta y cerrada,
A es un subconjunto abierto o cerrado de Y. Por lo tanto, Y es puerta. [
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Conclusiones

Como conclusion se prueba cierta la hipdtesis planteada por la presen-
te Tesis. Propiedades tales como hiperconexidad, anti-compacidad y, prin-
cipalmente, sobriedad no pueden ser preservadas al hablar de espacios o
hiperespacios que cuentan con ellas. Las relaciones entre un espacio y sus
hiperespacios en términos de una de estas propiedades se tornan muy depen-
dientes de las topologias que las dotan de ellas. De igual modo, al estudiar
un hiperespacio no metrizable podemos observar que el comportamiento en
el espacio original da indicios de topologias muy especificas. Sin embargo,
del presente trabajo se derivan las siguientes preguntas:

Pregunta 2.5.5. ;Qué relacion existe entre el hiperespacio de un espacio
sobrio y su reflejo de soberificacion?

Pregunta 2.5.6. ;Qué propiedades de un espacio no métrico pueden ser
preservadas de tal modo que se pueda estudiar dicha propiedad del mismo
modo en el espacio que en su hiperespacio?

47
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